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Einleitung. 

Nach der Entdeckung der elliptischen Funktionen machte sich 
sofort das Bestreben geltend, Integrale, welche an sich auf höhere 
als eUiptische Funktionen führen würden, in speziellen Fällen durch 
elliptische auszudrücken. Und so befasst sich denn mit diesem Pro- 
bleme eine Reihe von Abhandlungen, nachdem bereits Legendre*) 
und Jacobi*) in ihren grundlegenden Werken einige Beispiele dieser 
Art gegeben hatten. Doch so interessant diese Abhandlungen auch 
waren, so hatten sie, da sie ja nur spezielle Fälle enthielten, einen 
inneren Zusammenhang ebensowenig, als sie die eigentliche Natur 
der dabei angewandten Prinzipien erkennen Hessen. Der Standpunkt, 
von dem aus sich das Problem in systematischer und allgemeiner 
Weise darstellen liess, ward erst gewonnen, nachdem Kosenhain die 
hyperelliptischen Funktionen eingeführt und Hermite das Trans- 
formationsproblem derselben durchgeführt hatte. Und Königsberger 
war wohl der erste, welcher die Reduktion mittels dieser Prinzipien 
ausführte. 

Von den zahlreichen Anwendungen dieses Problems will ich 
eine herausgreifen und versuchen zu behandeln: 

Diejenigen geodätischen Linien der dreiaxigen Fläche 
zweiten Grades, welche sich mittels einer Transformation 
zweiten Orades durch elliptische Funktionen darstellen 
lassen. 

Bei der Durchführung dieser Aufgabe, deren Resultat sich be- 
reits in einer Notiz von v. Brauumühl im 26. Band der Mathemati- 
schen Annalen befindet, will ich folgenden Weg einschlagen: 

Im ersten Teile soll die Reduktion hyperelliptischer Integrale 
und Funktionen auf elliptische mittels der Transformation zweiten 



*) Trait^ des fonctions elliptiquea. B. I, Cap. 26, 27, 32, 33. 
^) Werke, neue Ausgabe. B. I, pag. 880. 
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Grades, auf die wir uns hier beschränken wollen, dargestellt und an 
Hand der zu erläuternden Prinzipien die später notwendigen Formeln 
entwickelt werden. Und zwar werde ich in § I die von Königsberger 
im 85. Bande des Journal für Mathematik von Grelle angegebene 
Methode befolgen, die zwar die spätere ist, aber nichtsdestoweniger 
vermöge des dabei eingenommenen Standpunktes zu den spezielleren, 
im historischen Entwicklungsgange früheren Methoden gehört. Nach- 
dem dann in § 2 die Transformation zweiten Grades der hyper- 
elliptischen Funktionen überhaupt dargestellt wurde, soll in § 3 die 
in speziellen Fällen mögliche Reduktion derselben auf elliptische be- 
handelt werden. 

Im zweiten Teile werde ich mich sodann mit den geodäti- 
schen Linien beschäftigen und zwar in § 4 mit den geodätischen 
auf der dreiaxigen Fläche zweiten Grades im allgemeinen, um sodann 
in § 5 zu denen der betrachteten Eigenschaft überzugehen, deren 
spezielle Fälle der § 6 enthalten soll. 

Im dritten Teile werde ich schliesslich versuchen, mittels der 
in den beiden ersten Teilen abgeleiteten Gleichungen eine geodätische 
Linie für die numerische Berechnung geeignet darzustellen. 
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I. 

Reduktion hyperelliptischer Integrale erster Ordnung auf 
elliptische durch Transformationen zweiten Grades. 



§ 1. 
Die Beduktion der hyperelliptischen Integrale. 

Königsberger ^) zeigte zuerst eine allgemeine Methode der Re- 
duktion hyperelliptischer Integrale auf elliptische, indem er auf ein 
elliptisches Integral unmittelbar eine Substitution zweiten Grades 
anwendet und untersucht, welcher Bedingung die Verzweigungs- 
punkte eines hyperelliptischen Integrals 



X 



(a + ß's) de 



VelT— e) (l - X* e) il — P e) (l — Q* e) 

unterworfen sein müssen, damit es mit dem transformierten ellip- 
tischen Integral identisch wird. 

Wendet man auf das elliptische Integral 



E = 



JvxTT^ 



dx 



Yx{l — x)(l — c'x) 

eine Substitution zweiten Grades an, so können wir drei Fälle 
unterscheiden : 

l)Istx=.-5-^_^-.. 

80 erbalten wir: 

^^C (-a^e*-2%e+a^h„-a„b^)de 






^)(ft«+*i'»+*'')(V«o+(*i-«i)*+*')(Vc*«o+(^-c'«iV+*'')' 



') Eönigsberger: Grelle, Journal, B. 66, pag. 287. 
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fQr den Fall, dass 

(6,-c»a,)»-4(5o-c»ao) = 0, 

(woraus sich c* berechnen lässt) das hyperelliptische Integral: 



E 









welches mit dem . gegebenen hyperelliptischen: 

r ja + /g'g ) dj! ^ r (g + ß' g) dz 

J VWß) ~J 1^(^ -"ir(/? -;?)()'- z)l8^^)'{f—e) 

{a+ß'e)dg 



Jl^- 



V^ — e)(ßy — {ß + y)e+e*)ide — (d-^e)e-\-e*) 
identisch wird, wenn: 

^ = -08 + )'); i,-flr, = -(<J + e); A:a, = -1; 

woraus : 

a^ = -de+ßy; a, = (Ö + s) - (ß + y). 

Es muss also bestehen: 

— ^g - /9y 

und es ist 

a — £ 



x = l(ß + y)-{d + s)-] 



2) Für X = «o + '^.^+ i! .,t 

^0 + *»' 



(ß-z)(y-g)- 



E=( (bie*+2boe+a^ba-ao\)de 

J \/ih.4-h B\(n..i.ne4-B'*'\(n-h..i.tn..-h. W4.«»\<'/>»/> -Ä. 



und wenn: (c*o, — 6,)* — 4c*(c'ao — h^ = 0, 
(woraus wieder c*) 

c J VT*o + ^ ') (% + «. ■» + «*) (flo - ^ + («, - *i) * + -»•) ' 
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dies ist wieder identisch mit 



f 



wenn: 

a^ = ßy; a^ — \ = de\ Ttb^ = a\ 

«i = — OS + y); a,-6, = — (<J + e); Ä5, = -l; 

und daraus folgt: 

L_ {ß-fi){y — e) 

OJ + y)-(«J + e) * «-* 

wobei die Bedingung erfßllt sein muss: 



a 



de — ßy 

- (<5 4- e) - (/J + y) 



3^ Ist endlich x — ^'o + '^i^ + "«^* 
3) ist endlich »-j^^j^^ ^j^^„ 

so ergiebt sich: 

[(athi-aihi)z^+z(atbQ-a^b^z+'aiho-aohi\de 



H 



E 



und für {\ — c^a;a^ — 4(&o — c* a^) (6, — c^a^^ = wird 

)] - [4&at(aafeo-cro&a) - &i (aa&i-«iM ] 



c^o«) 



_. I L ?i_2" 

identisch mit dem gegebenen hyperelliptischen Integral, wenn: 

ao = /?y; 6o = ^«; Ä(fto — »o) = «? 

«1 ^ (ß^ y)\ \ = -iP + e); k(b, -a,) = - 1; 

woraus folgt 

(«5-^)(«-*) 

und die Bedingungsgleichung: 

dfi — jSy 



(d -\- e) - (ß + yY 
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[Wie raan sieht, ergeben sich die beiden ersten Fälle aus dem 
dritten, dem allgemeinen, wenn a, = 0, 6j =^ 1, bezw. a, = 1, ^2 ^^ ^0 

Nun wissen wir, dass die drei Punktepaare (Är^, Ag), (ig, Ä;^), (fcg, ig) 
in Involution liegen, wenn die Bedingung erfüllt ist: 

(k,-k,) (k,-k,) ß,-k,) {k,-k,) = {k,-k,) {h,-k,) (*,-Ä,) (k,-k,). 

Nehmen wir also von den Verzweigungspunkten («, /8, y, ^, £, oo) 
des gegebenen hyperelliptischen Integrals: 



/ 



(a + ß'g) de 



Y(;^—g)(ß — e)(y — g){d — e)ie — e) 

die Punktepaare ia,<'^),(ß,Y)i (^t^) &Is konjugierte, so erhalten wir 
für sie die Inrolutionsbedingung eunächst in der Form: 

(00 — /?) (oo - y) (a - ,J) (a - e) = (00 - (5) (oo - e) (a - /?) (a - y), 
welche sodann übergeht in die folgende: 

(a-d)ia-e) = ia-ß){a-Y); 

daraas ergibt sich 

_ de — ß y 

« - (<5 + e) _ (/?-+7)- 

welche Gleichung mit der in den drei obigen Fällen erhaltenen 
Bedingungsgleichung übereinstimmt. 

Die Bedingung der Involution zwischen den Ver- 
zweigungspunkten eines hyperelliptischen Integrals ist 
demgemäss notwendig und hinreichend, damit sich dieses 
durch eine Substitution zweiten Grades auf elliptische 
reduziere. 

Durch die beiden Werte c^ und c, erhält man zwei Gleichungen 
von der Form: 

und 



_ r (q, + ßi^) de 
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yermöge deren man auch die beliebige Funktion 

'(a-\- ßjg) dz 



? 



V^ÄW 



(welche der gefundenen Bedingung genügt) durch elliptische Integrale 
ausdrücken kann. 

§ 2. 
Die Transformation der hjperelliptisclien Funktionen. 

Die hyperelliptischen Funktionen erster Ordnung wurden durch 
drei (nur unwesentlich) verschiedene Definitionen eingeführt, indem 
Rosenhain sie definiert durch 

Weierstrass durch 

t?A(t?i,f?,; T„,T„, Tg,), 

Prym (im Anschlüsse an Riemann) durch 

Von den fünf Grössen, von welchen diese Funktionen abhängig 
sind, werden die beiden ersten die Argumente, die drei letzten die 
Moduln genannt. 

(TL TL \ 
* *) dargestellten Reihen, sowie 
9\ 9%' 

deren Zusammenhang finden sich auf der der Abhandlung bei- 
liegenden Tabelle. 

Im Folgenden werden wir uns immer der Weierstrassschen 
Bezeichnungsweise für die Rosenhainschen Thetafunktionen bedienen. 

Während die Transformation ersten Grades der hyperelliptischen 
Funktionen das Problem behandelt, ein doppeltperiodisches System 
einem andern ein — eindeutig zuzuordnen , ist für die Transfor- 
mation zweiten Grades die Zuordnung eine ein — vierdeutige. 

Hermite^) beschäftigte sich wohl zuerst mit diesen Transfor- 
mationen; auf seinen Grundlagen bauten sodann u. a. Königsberger,^) 



^) Comptea rendus de l'Akadämie de Paris, t. 40, 1855. 
2) Grelle, Journal f. Math. t. 67. 
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Pringsheim ^), Rohn*) (der dem Problem auch eine einfache geome- 
trische Deutung gab') und Krause (Math. Annalen Bd. 25) weiter, so 
dass sich ihre Resultate wesentlich in folgenden Punkten zusammen- 
fassen lassen, wobei wir uns der meist gebräuchlichen Bezeichnungs- 
weise Königsbergers*) anschliessen werden. 
Ordnet man einem Periodensysteme: 



82 



1/0; 0/1; hilhi'^ ^nh 

das folgende zu: 

o>ii/ö>2i; «^12/^82» tt>li/a)a,; co'ij/com; 

wobei die (o durch folgende Gleichungen bestimmt sind : 



ft>j, = Qn + a,iT„ + ajiT,a; ö>2i 

(o,2 = ^,2 4" ^12^11 4" <>22Ti,; a),2 

ö^n = ^'11 + ö'u^ii + ^21^12; oy'ti 

^'12 = Qvi + ö'ix^ii + 0^2 T,,; oy'ii 



Q%\ r ^11 "'^Sl 1 ^21^22» 

^2« "r ^12 ''^21 I ^*2'^22l 

^21 T" ^11^21 ~r ''«l^22» 

Qn \ ^It''^21 r ^22*^22» 



so lassen sich die Argumente und Moduln des transformierten Systems 
durch die des ursprünglichen in folgender Weise ausdrücken: 



(1) 



7 ^^22^1 



^'^12^2. 



a>„ o),2 — o>t\ o)t* 



„_ft — , 



(»11 a>ii — <Wii «>4i 



T12 = 



Cf>|2 C0i2 W22 «>i« 



T22 = 



ö>2« ö)n — ^12 ("hl 



Berücksichtigt man hiebei, dass t{2 = ^21, so erhält man folgende 
Relationen zwischen den Koeffizienten (Relationen, welche bereits 
von Hermite *) nachgewiesen wurden) : 

QwQu — QtiQii + QiiQn — ^220,'« = 0; a„ 02, — aj.a;, + a,2aia — ^«2öi4 = 0; 
Qno'ii — ^2i^ii + ^ia<J22 — 02tQit = 0; OiiQn — ^ji^Ii + Ö12Ö22 — (>2iöi2= 0; 
Qnf^ii — ^11011 + ^12^^12 — <'i2^i2 = Ä:; QiiOti — OnQ'7i'\'QtiOt2 — 022^^2= Ä;; 



^) Math. Annalen. t. 9. 

2) Inauguraldissertation. München 1878. 

8) Math. Annalen. t. 16. 

*) Grelle, Journal f. Math. t. 65. 

*) Comptes rendus de TAkademie de Paris. 



t. 40, p. 252. 
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diese lassen sich auch in folgender Form schreiben: 

QiiO\% — QnOii + QtiOu — QnOii = 0; QnOn — Q\%o[i'\- q'^iO^ — QnOn = 0; 
öii^u — QiiOii-j-QiiOii — QiiOn = k; Quö'i^ — Öi«^n + (?ja^M — Qi20n = Ä. 

Dabei bedeutet k den Grad der Transformation, ist also für die 
lineare 1, für die quadratische 2. 

Hermite^) fand nun, dass sich alle Transformationen vom 
Grade k zurückführen lassen auf 1 + ^ + ft* + Ä' wesentlich ver- 
schiedene Klassen, d. h. solche, die sich durch keine lineare Trans- 
formation ineinander überführen lassen; indem er nun die Trans- 
formationskoeffizienten auf die einfachste Weise ausdrückt, stellt er 
für jede Klasse einen Repräsentanten auf, deren wir also hier 
(für Ä = 2) 15 erhalten. Der allgemeinste Fall der Transformation 
zweiten Grades setzt sich also zusammen aus einem der 15 Reprä- 
sentanten und einer linearen Transformation. Weiterhin zeigte 
Hermite, dass sich die i?-Funktionen des transformierten Systems aus- 
drücken lassen als homogene, ganze Funktionen k. Grades von 
4 i?-Funktionen des ursprünglichen Systems, ein Satz, den er aller- 
dings zunächst nur für ungerades k aufstellt,') der aber auch für 
k = 2 Geltung hat. Königsberger fand in seiner Abhandlung über 
die Transformationen zweiten Grades ,^) dass sich die transformierten 
1^-Funktionen teils als Summe von 4 Quadraten, teils als Summe von 
2 Produkten darstellen lassen, ein Satz, den Pringsheim durch den 
Nachweis *) näher präzisierte, dass es immer 4 und nur 4 d-Funk- 
tionen gebe, die sich als Summe von 4 Quadraten ausdrücken. Diese 
i?-Quadrate sind dabei nur an die Bedingung geknüpft, dass zwischen 
ihnen keine lineare Relation bestehe, während sie im übrigen beliebig 
sein können. Nun weiss man aber, dass es 60 Göpelsche biquadra- 
tische Relationen zwischen je 4 i>-Fuuktionen gibt, von denen 15 
nur je 4 gerade i^-Funktionen enthalten. Rohn macht nun darauf 
aufmerksam,^) dass sich immer eine und nur eine dieser speziellen 
Göpelschen Relationen einem der Hermiteschen Repräsentanten in der 



^) Comptea rendus de TAkadc^raie de Pai-is. t. 40, p. 263. 

'^) a. a. 0, p. 488. 

») Grelle, Journal f. Math. t. 67. p. 62. 

*) Math. Annalen, t. 9. p, 448. 

^) Inauguraldissertation. München 1878. 
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Weise zuordnen lasse, dass alle 10 geraden ^-Funktionen durch die 
^-Funktionen dieser Göpelschen Relation sich ausdrücken lassen, und 
die dabei auftretenden Konstanten bis auf 4. Einheitswurzeln einander 
gleich sind. Ferner lässt sich jeder Hermitesche Repräsentant mit 
einer linearen Transformation in der Weise verbinden, dass diejenigen 
i?-Funktionen des transformierten Systems als Quadratsummen er- 
scheinen, welche in der zugehörigen Göpelschen Relation vorkommen; 
und dieses zusammengesetzte Transformationssjstem stellt Rohn als 
Repräsentanten der betreffenden Klasse auf an Stelle des Hermiteschen. 

Wenden wir nun dies z. B. auf den 8. Rohnschen Repräsen- 
tanten an, in welchem sich 

^5, 1?l4, ^ü, ^28^) 

als Summe von 4 Quadraten ausdrücken lassen, und für welchen die 
Transformationskoeffizienten durch Kombination von 
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-1 
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1 
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— 1 








gleich 



—1 — 
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1 










sich ergeben, so erhalten wir, indem wir die Zahlen der Repräsen- 
tanten in die Gleichung (1) einführen: 



(3) 



rii 






T,2 = T2l =--^^^^; T22 



i^=2(Tja-T„T„). 



N 



1) Die mit Strich (') versehenen Grössen sollen sich im folgenden auf 
das transformierte System beziehen, die ohne Strich auf das ursprüngliche; die 
Nullwerte der Ox seien mit ex bezeichnet. 
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Es entsprechen sich sodann gegenseitig die folgenden Moduln: 



1 







11 



11 



1 



1+T 



1+T 



1+T 

1 + r 
1 + ri, + r 

1 + t;, + T 



0; 
1; 

I 
^21 1 

1; 



^21 » 



^2« 1 



1 + 4; 

1 + T^i ; 

^21 "T ^21 » 

1 + 7« ; 
1 + ^M ; 

^21 r ^22 ♦ 

1 "T Tji "r ^22 > 
2 * "r "^21 "r ^22 1 



11 



IS 



2 



2 



1 



^21 ^22 . 



2 



2 ' 



^21 ^8 . 



2 ' 



1 . 
7 » 



1 I 1 . 

2 ! IT» 



T I T • 



1 4-Il» 

u i- 2 



1 -L-lll 

If 1^ o 



112 

2 

«^12 



1 _L m 



1 4- Ül 



Tä' 



1 



1 







1 

1 



2 

«^11 
2 



Ii2 1 1 Iti 

2 ! ^ 2 



_18 

2 



1 

2 



1 



'21 



122 . 

2 • 

[22 . 

2 • 

[*!. 

2 • 

[m . 
2 ' 



— T 



12 I "ar 



— T 



22 



2 

2 



■^12 

^12 
2 

[12 
2 

»^12 



• I 1 



— T 



'+Y 



1 
1 



21 



22 
[22 . 

2 ' 

^^22 . 

2 ' 



— T, 



22 • 



Daraus lassen sich nach der von Eonigsberger angegebenen 
Methode^) mittels der ara Schlüsse angefügten Tabelle*) die trans- 
formierten geraden 1?- Funktionen ^5, ^{4, ^o» ^2s durch die ur- 
sprünglichen vier i?5, ^14, i?oi ^28 zunächst in der folgenden Form 
darstellen : 



^) Grelle, Journal f. Math. t. 67, p. 76. 

^) Da mir nämlich die von Rohn (am Schlüsse seiner Inauguraldissertation) 
gegebene Tabelle nicht vollständig richtig zu sein scheint, habe ich versucht, 
sie durch eine richtige zu ersetzen, die der Abhandlung beiliegt. 



— u 



0% 


Gm 


Co 





^l + K +&1 + K 



~cl 


+ cl 


+ 


cl 


+ 


^28 


^n 


+ ^?. 




»l 


— 


^;, 


cl 


+ cl 


— 


cl 




cj,' 


^i 


-K 


— 


^l 


+ 


• 



^l - K + ^2 - K 

^6 ^14 "T ^0 ^28 



Daraus erhalten wir durch Addition von bezw.: 



''^ii ~r" ''^it 

2 



'^ii ~r ^22 







I . 

T > 



^, ^. _ ^?. + ^;. + K + K . 

C5 Ci -f- Cn "T Co ~r ^/3 

c^ = ^'' + <» » — ^?. - *;* . 

t?o 6*5 Cn Cq -p (?|j 

^28 ^5 Cj4 I ^ü C«8 



2 



1 + ^ii-Hjfii 

2 



1 
7 



1 . 

"2 » 



It 



2 



^28 . 

2 ' 



Co 



Ol 

2 » 

«3 



€, 
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^- ^? - ^0« + ^; 

c? + cl + cl +c 
{fl — #; -I- { }i - ^;. _ 

Cß -j- ^14 Cy Cj|8 

'9! + ^; + ^ ;. + K . 

^5 ^14 Co -\- C^z 

^ + ^? - ^i* - '^0. 

Cj t?i4 -p Co 6'ij8 



12 



1— T 

2 



22 . 

» 



Cl4 

Co 

C2S 



-« 


+ 
+ 


% 


+ K 






cj 


cl. 


+ 


cj 


+ 


c!.' 


-^J 


+ K. 




% 


+ ^\. 


Ca 


+ 


cl 




cl 




''l.' 


- € 




n, 




»l> 




.?J. 







C'u 




4 


+ 


Co, 


-Ö5 




J.?J. 


+ 


K 


+ 


^2 



65 Ci4 -p Co 






Hieraus folgt durch Nullsetzen der Argumente: 

C:^ : Cjj : cj I C'j3 = ((•j -(- cj* + cjj "f- c^j) : (^6*5 -p ci^ cö 
: (67, — Cu — CG -p CÖ3J : (^c^ t-^ -p Co C..3J. 



— 4) 
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Also erhalten 


wir: 




■ 


Cc, K = 


^l 


(4 a) • 


C Cu K - 


^l 
^l 


k 


C Cä ^2« = 


^l 


f 


Cc, K== 


&i 



28 

2 

2S 



(4 b) 



+ K + ^2 + ^ 

+ K -^-^: 
- K — ^1+ ^^, 

- d?4 + dj - K 

K + K + ^% + »l, 

C c',, &•=- K - K + *?» + K 
c c, »\, C + K + ^l - K 



(4 c) 



C c„ ^u = 



K - *?. + ^?» - ^ 
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*I + d! + *L + *J, 
t?J + ^I - K - K 

Ccu *^ = + 1>| - C + ^i. -*?. 
Cco *;.= + ^J + % + *J. + *i 

C4 i>; = — ^5 — % + »i + <?i . 

Es lassen sich demgemäss die ursprünglichen ^-Funktionen 
durch die transformierten in folgender Weise ausdrücken: 



(4d) 



(4*) 



D^i = 




ci *6 + c,'« i?;, + ci *i + 4 ^ä 


D*5«- 




Cs *» + Cu ^,4 Co ^0 C2, *2, 


B^l - 




Ci *s C,4 *u Ce ^0 + Ca, *i. 


D&l,= 




Cb ^i C,i *u + Co ^0 C-a ^a 


D »l = 




C» ^2, C,t <i?o Co »?„ + Ca, d, 


2>C = 




C5 ^a C„ ^0 + C, #u Ca, A 


D&\,- 




c'b *m + c'u &o + Co ^M + CJ, ds 


D&1,= 




Cj ^28 + C» *, Co *i« Ca, ^B 


2)t?5 = 


+ 


Cj di + cü *i, 4- ci ^i + C^ d.'i 


D^I = 




Cj 1>o Cu ^s. + C, dj + dt t>i, 


DK- 




Cj ^0 + C,4 dj, -f Co dj Cjj d,4 


DC = 


+ 


C, do C,4 ^a + Co dj Ca ^,4 


Z)i>S — 




Cs ^1« + C,4 ds + Co ^2, Cä, l?o 


DK = 


+ 


C, d,4 C,4t>» +C«1?s, C2,*o 


DK = 


+ 


c'i ^',1 + c'u K + Co ^M + Cm ^Ö 


D^l = 




Cg ^,4 C,4 *5 4- Co l?2s + Ca *, 
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§3. 
Die Reduktion der hyperelUptischen Funktionen. 

Schon Rosenhain hatte in seiner grundlegenden Abhandlung 
über die hyperelliptischen Funktionen gelegentlich^) bemerkt, dass 
(um unsere Bezeichnungsweise zu gebrauchen) für r^^ ^ ^5 in das 
Produkt zweier elliptischer Funktionen 0j zerfallt; jedoch hatte er 
dies nicht weiterhin verfolgt. Erst Eönigsberger machte sich auf 
eine Mitteilung von Weierstrass hin, die dasselbe besagt, daran, 
diesen Fall einer näheren Betrachtung zu unterwerfen.*) 

Da für Ti2 = 

so müss cU = sein. Nun weist aber Königsberger nach, dass eine 
gerade transformierte hyperelliptische i>-Funktion nur dann für die 
Null werte ihrer Argumente verschwinden kann, wenn sie sich als 
Summe von 4 Quadraten der ursprünglichen darstellen lässt. Wir 
haben also, um hyperelliptische Funktionen auf elliptische zu redu- 
zieren, eine Transformation der Art anzuwenden, dass ^14 sich als 
Summe von 4 Quadraten ausdrückt. Dies ist, wie Pringsheim ^) zeigt, 
für jede der 15 Transformationsklassen möglich, indem man dem 
Hermiteschen Repräsentanten derselben mit einer linearen Trans- 
formation kombiniert. 

Pringsheim gibt in derselben Abhandlung ^) auch die Beziehungen 
an, welche alsdann zwischen den Moduln des ursprünglichen Systems 
stattfinden müssen und die Relationen, welchen die Verzweigungs- 
punkte des Integrals, genommen in der Normalform 

(a + ß x) dx 



/f 



x(\-x) (l-«»a;) (l-A»a:)(l— /i>aj)' 



unterworfen sind. Man überzeugt sich rasch, dass alle diese Rela- 

111 
tionen zwischen den Verzweigungspunkten (0, 1 , -j, t^, — , 00) in 

/fc A ** 



') Mämoires par divers savants etrangers. XI, p. 389. 

2) Grelle, Journal f. Math, t G7, p. 72 sqq. 

^) üeber die Definitionsgleichungen der elliptischen S (zum Unterschied 

von den hyperelliptischen d) siehe die Tabelle. 

*) Math. Annalen t. 9, p. 464. 

^) a. a. 0., p. 466. 
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der InvoIutionsbedinguDg dieser Werte enthalten sind, dass also auch 
die Verzweigungspunkte des Integrals in seiner allgemeinen Form 
für diesen Fall in Involution liegen müssen. 

Wenden wir dies auf den im vorigen § enthaltenen speziellen 
Fall an, so erhalten wir aus Gl. (3) für T12 == 0, dass zwischen den 
Moduln des ursprünglichen Systems folgende Beziehung stattfinden muss: 



(5) 



^11-^28 = 0, 



was mit dem von Pringsheim gegebenen Resultate (IIIc) übereinstimmt. 
Weiterhin erhalten wir, wenn wir statt 0(rl,Tn) einfach 0(vl), statt 
^{Vf^Tn) einfach ©(vi) schreiben und die Nullwerte mit 0', bezw. 0" 
bezeichnen : 



(6) 



K = 6>, (vi) ■ 0, (v.:) ; 

*; =0,W)-0,(«i); 
*; = ©0 («'.') • öo («^) ; 



'•3 



I 



0; 






) 



Es lassen sich daher nach (6) und (4*) die t>-Funktionen des 
ursprünglichen Systems in folgender Weise durch die des transfor- 
mierten darstellen: 



(7) 



DK- 

D»l: 

I)K 

DffL 

D&\ 
D»l 
Di?" 



04 



D^f 



Ol 

: 



J)»l = 



03 






Co0,(v 

c;0,(t; 

— c; 0, (v 

+ Ct 0, (« 

+ ci 0, (v 
— c»0,(f 



Ö3 («^) + ci 00 W) • <9o(f i) + ci, 0» («.') 

©3 (l^ä) — CO 00 W) • ©0 (Vä) — Cn 0g (<'l) 

0» (v^) - c, 0, (v,') . e^(v:,) + c:,0, (t;',) 

©.(fOH- ^'^öoC«.') 0„(f:.)-40,(t';) 



0,(1'^ 

0,(f.; 
0,(t;^ 

0,(«; 
0o(t'; 

©oCf 
0,(t' 

©,('• 
0,(t;: 



) — CÖ 0, («0 • 0, (i'ä) + da 03 (vi ) 
) + Co 01 (t'i ) • 01 («'2) — c'a 0, (f 1') 

) + cö0,(v;)-0,(f:) + 4,0,(i;;) 
)— Co0,(t;,')- ©iCfa)— 408W) 

)+cö0,(t;;)-03(i'O+c:,0.(t;;) 

)+cö03(«;)-0,(tO+40iK) 
) 4- c.; 0j {v'i)- 0j (f.; ) — 4 0, («'1) 

)+c;0,W)-03(f;)-40,W) 

) + ci 0, (i),') • 0j (f;) — c!, 0, (t-; ) 

) + <•; 0j (i'i) • 0g (w;!) — c'.^ 00 (t-; ) 
)+f;0*(t\)-0,(«'^)+40o(t'i) 



0, (f:!) + cö e^{v[) ■ e.,{v-,) + 4 0„(^•;) 



0,(1'^) 

0,(t'i) 
0,(r:) 

0g (f.!) 

©3 00 
03 (t;/,) 

0,('^) 

0,(t4) 

©1 0'-;) 
©0 <:«''.') 

©o(t'') 

©0 ('-':■) 
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Nun erhält man aber durch NuUsefczen der Argomente in 
Gl. (4b) und Multiplikation von: 

O (?5 ^28 = ^84 "7" Ci2 ; 

o Cu Cq = (^4 ci2 ; 

O (?5 Ci4 (?o ^21 "~~" ^84 ^12 • 

Aehnlich erhalten wir 

C^ (?5 c,'* Co (4 = <?1 — <?Ji ; aas (4 c) ; 
C^ ci Cu c'o a^ = cjj — ci ; aus (4 d) . 

Da nun Cu = 0, so folgt: 



oder 







^34 


= 


^2; 










c\ 


= 












rU 


— 


^2 » 






cU- 


'Cl 


•c« 




cii' 


Coi 


•fj 


ci- 


m- 


•cj 




ci' 


cj 


•c-r 



Daraus ergibt sich für die Verzweigungspunkte (0, li -ji t^i -^, <») 



des hyperelliptischen Normalintegrals 



J 



(a + )8 a?) rf:r 



unmittelbar nach Rosenhain p. 418 und in üebereinstimmung mit 
den von Pringsheim^) gegebenen Resultat: 

eine Gleichung, welche besagt, dass diese Verzweigungspunkte 
[v^'I»)' (^' W' t'°°/J ^° I'ivolution liegen. 



*) Math. Annalen, t. 9, p. 467 (III c). 
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IL 

Anwendung auf die geodStischen Linien auf der dreiaxig^n 

FiSche zweiten Grades. 



§ 4. 
Die geodätischen Linien Oberhaupt. 

Die Gleichung 

__z 1 •' 1 r_ 

o»— A^ft» — A^c* — 



^* « y'' • ^!_:_i = o 



stellt, wenn X alle Werte von — oo bis + ^ durchläuft, eine Schaar 
von konfokalen dreiaxigen Flächen zweiten Grades dar. Schliessen wir 
die imaginären Flächen aus, wie wir überhaupt in den folgenden Be- 
trachtungen uns nur auf reelle Gebilde beschränken wollen, so lässt 
sich das System konfokaler Flächen zweiten Grades nach Liouville's 
Vorgang in folgender Form darstellen: 

¥70Dei 

oo>a»>Ä»>Ai*>Ä»>0. 

Alsdann stellt das System a) die konfokalen Ellipsoide, das 
System b) die konfokalen einschaligen und das System c) die kon- 
fokalen zweischaligen Hyperboloide dar. Dabei wissen wir, dass 
durch jeden Punkt des Raumes je eine Fläche a), b), c) geht, und 
also umgekehrt jeder Punkt durch drei solche Flächen festgelegt 
werden kann ; dies geschieht im sogenannten elliptischen Coordinaten- 
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System, dessen wir uus in den folgenden Betrachtungen hauptsächlich 
bedienen werden. Dabei besteht zwischen den elliptischen Koordi- 
naten o, fi, V und den rechtwinkligen x, y, e folgender Zusammenhang:*) 



' a;» =«'*/**''* 



(8) 



y 



^»= 



(o* — h"") (/i* — A») (v» — /i«) 

Ä» (A» — P) 

(O* — Ä») (/** — Ä«) (V» — P) 



7;» (t» — A*) 

In diesem elliptischen Koordinatensystem ist das erste Integral 
der geodätischen Linie:') 

(X* cos* t -|- v* sin* i = /*'* ; 

und das zweite, die Gleichung der Linie: 



(9) 






{0^—fi^)dUi}) 



ft2 



l/'Ca»— yU^) (&* — fii)\fj^^—^^){}i^ — ]x^) ^» 



- J l/(a» — V») (Ä« — 



(a»— v»)d(v») 



/i2 



) (i« — r*) (//'» — v^) {1/ — V*) v' 



Diese Gleichung gilt zwar zunächst nur für das Eliipsoid ; doch 
sind die der Hyperboloide ganz analog. 

Die Constanie fi hat dabei, wie man leicht einsieht, die geo- 
metrische Bedeutung, dass die betrachtete geodätische Linie die von 
der konfokalen Fläche fx ausgeschnittene Erümmungslinie (für die 
Folge immer mit , Erümmungslinie /x'* bezeichnet) berührt. Nun 
wird aber eine jede Erümmungslinie von einer einfach unendlichen 
Schaar geodätischer Linien berührt und zwar in der Weise, dass es 
von jedem innerhalb der beiden Erümmungskurven liegenden Punkte 
ißot ^o) ^ geodätische Tangenten an die Erümmungslinie gibt; diese 
schliessen dabei mit der durch den Punkt gehenden Erümmungslinie 
fx^ die Winkel i ein, bestimmt durch 



tgi=+i/^^^;. 

Y fx^—vi 



*) cT. Staude: Fokal eigenschaften der Fl&chen 2. Ordnung. 

2) Salmon- Fiedler: Analytische Geometrie des Raumes. 2. Aufl. B. IF, 
p. 167, 161. Vgl. Jacobi: Vorlesungen über Dynamik, und Clebsch-Lindemann : 
Geometrie, B. II, 1, p. 298 ff. 
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Man kann demnach von rechts nnd links gewundenen Kurven 
sprechen und zwar geht durch jeden Punkt je eine rechts und 
eine links gewundene Linie für eine bestimmte Krümmungs- 
linie /i'. Diese beiden unterscheiden sich wieder durch das Vor- 
zeichen der Integrale in Gl. (9). Nehmen wir nämlich, wie dies dort 
geschehen ist, die Richtung der abnehmenden fi als die positive der 
geodätischen Linie, so ist das zweite Integral (9) positiv oder negativ, 
je nachdem v gleichzeitig ab- oder zunimmt. [Für einen Punkt des 
ersten Oktanten (-f, +» +) z. B. hat die links gewundene -f, die 
rechts gewundene — ]. Die geodätischen Linien oszillieren zwischen 
den 2 Zweigen der Krümmungslinie hin und her, ohne sich jedoch 
im allgemeinen nach einer endlichen Anzahl von Windungen wieder 
zu schliessen. Die Krümmungslinien, bezw. die konfokalen Flächen, 
charakterisieren also hauptsächlich die geodätischen Linien. 

Die Constante u ist bestimmt durch die Anfangsbestimmungen 
und ist für einen Punkt (/x^i ^o)' 

In speziellen Fällen vereinfacht sich dieser Wert und zwar wird 
für einen Punkt der XF- Ebene (/io= *)• 



„' _ f V-r»)d(r») . 



für einen Punkt der XZ-Ebene (V(j=ä): 

'-/i»)rfO«») 



.=fü 



VRifi*) 



Üt3 

für die Endpunkte der grossen Axe {fjLQ='k\ v^j=A): 

w'=0. 

Da sich die drei Flächen o, ^q, v^ in 8 bezüglich der Axen 
symmetrisch gelegenen Punkten durchschneiden, so ist der Wert der 
Constanten u* für je 8 Linien einer Schaar derselbe und man sieht 
leicht ein, dass diese 8 Linien zu einander kongruent bezw. sym- 
metrisch sind, was man schon a priori aus der Symmetrie der Fläche 
in Bezug auf die Hauptebenen vermuten konnte. Daraus lässt sich 
in Verbindung mit der vorausgehenden Betrachtung folgender Satz 
formulieren: In jeder zu einer Krümmungslinie fx gehörigen 
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Schaar geodätisclier Linien sind je 4 Linien zu einander 
kongruent, und von diesen Quadrupeln kongruenter Linien 
gehören immer zwei in der Weise zusammen, dass sie, ent- 
gegengesetzt gewunden und zu einander symmetrisch, die- 
selbe zweite Integrationskonstante vl haben. 

Bei der näheren Unterscheidung der geodätischen Linien geben 
wir von folgendem Satze ^) aus: Die Tangenten einer geodätischen 
Linie berühren eine (andere) konfokale Fläche zweiten Grades längs 
einer geodätischen Linie; diese beid^i geodätischen Linien selbst be- 
rühren die den beiden Flächen gemeinsame Erümmungslinie. Die 
beiden Schaaren geodätischer Linien auf 2 verschiedenen Flächen, 
welche dieselbe Krümmungslinie berühren, wollen wir für die Folge 
als einander zugeordnet bezeichnen. 

Da nnn das Ellipsoid reelle Tangenten nur mit einem ein- 
und mit einem zweischaligen Hyperboloide gemeinsam hat, so gibt 
es auf ihm zwei Arten von geodätischen Linien: geodätische erster 
Art, welche die Erümmungslinie eines einschaligen, geodätische zweiter 
Art, welche die eines zweischaligen Hyperboloides berühren. 

Ebenso haben wir auf dem zweischaligen Hyperboloide, 
welches reelle Tangenten mit einem einschaligen Hyperboloide und 
einem Ellipsoide gemeinsam hat, 2 Arten: geodätische erster Art, 
welche einem einschaligen Hyperboloide, geodätische zweiter Art, die 
einem Ellipsoide zugeordnet sind. 

Das einschalige Hyperboloid (/x) hat reelle Tangenten 
nicht nur mit einem Ellipsoide und einem zweischaligen Hyperboloide, 
sondern auch mit einschaligen Hyperboloiden gemeinsam und zwar 
Tangenten im Innern mit einem Hyperboloide ^j , wo /Xj < /i, Tan- 
genten an die Aussenseite mit einem Hyperboloide /x^t ^^^ ^^ l^% ^ /^- 
Wir erhalten also vier Arten geodätischer Linien : die erste ist einem 
Ellipsoide zugeordnet, die zweite einem zweischaligen Hyperboloide, 
die dritte einem Hyperboloide /x^ < /x , die vierte einem solchen 

Mit Einziehung der Cfrenzfalle gestaltet sich also die Sache 
folgendermassen : 



^) Salmon-Fiedler: B. II, p. 157, 158 und Clebsch-Lindemann : VorleBiingen 
über Geometrie, II, 1, a. a. 0. 

*) Die Geodätischen 8. und 8. Art wurden zuerst auf dem Rotations- 
hyperboloide nachgewiesen durch v. Bi-aimmühl (Math. Annal. t. 14, p. 660); 
dann auf dem allgemeixien Hyperboloide von Staude (Math. Annal. t.Sl, p. Ml.). 
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1. Die Geod&tischen des Ellipsoids (a = const): 

/i' = Ä Die Ellipse in der XF-Ebene; 
k>fi >Ä Geodätische erster Art; 

fi ^=h Die Geodätischeo durch die Kreispunkte als üebergang 
von der 1. zur 2. Art; 
h >/i' > Geodätische zweiter Art; 

/i'=0 Die Ellipse in der TZ- Ebene. 

2. Die Geodätischen des xweischaligen Hyperboloids 

(v s const): 

fi=zco Schnitt mit der unendlich fernen Ebene; 
co>f/ >k Geodätische zweiter Art; 

jLL=k Die Geodätischen durch die Kreispunkte als üebergang 
von der 2. zur 1. Art; 
k>fi'>h Geodätische erster Art; 

/i'ssA Die Hyperbel in der ZZ- Ebene. 

3. Die Geodätischen des einschaligen Hyperboloids 

(lLi = jliq^ss const): 

^' = 00 Schnitt mit der unendlich fernen Ebene; 

CO >/jl >ä Geodätische erster Art; 

fi^=^k Üebergang von der 1. zur 4. Art; 

k>fJL >/^o Geodätische vierter Art; 

jLi = /Iq Die Erzeugenden als Üebergang von der 4. zur 3. Art; 

f^o^f^' ^^ Geodätische dritter Art; 

fir=h Üebergang von der 3. zur 2. Art; 

Ä >/i' > Geodätische zweiter Art; 

jLi =0 Die Hyperbel in der FZ- Ebene. 

Dabei geht der Üebergang von der ersten zur vierten Art in 
folgender Weise vor sich: man hat eine Schaar von geodätischen 
Linien erster Art, welche auf beiden Seiten den Hauptschnitt £ =^ 
asymptotisch berühren und dann zurückkehren. Fasst man nun zwei 
solche geodätische Linien, welche denselben Punkt des Hauptschnittes 
auf verschiedenen Seiten asymptotisch berühren, so auf, dass sie sich 
gegenseitig in diesem Punkte durchsetzen, so hat man Geodätische 
vierter ArL Aehnlich ist der üebergang von der dritten zur 
zweiten Art. 

Man sieht auch leicht ein, dass die Linien dritter und vierter 
Art auf dem einschaligen Hyperboloide, da sich zwei konfokale ein- 
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schalige Hyperboloide nicht schneiden, keine reelle gemeinsame Erüm- 
muDgslinie berühren, also auch keine Oszillationen machen, sondern 
in rechts und links gewundenen Zügen die ganze Fläche durchziehen; 
ihnen entsprechen in der gleichen Eigenschaft auf den beiden anderen 
konfokalen Flächen die durch die Ereispunkte gehenden geodätischen 
Linien. Andererseits ist klar, dass bei den Geodätischen erster und 
zweiter Art der 3 Flächen rechts und links gewundene Linien in 
einer vereinigt sind, oder besser gesagt,, jede Geodätische als rechts 
und links gewundene aufgefasst werden kann, da ja eine rechts ge- 
wundene Linie nach der Berührung mit der Erümmungslinie als links 
gewunden erscheint. 

§5. 
Die geodätischen Linien^ welche sich in elliptischen Fonlttionen 

ausdrücken. 

Das hyperelliptische Integral und die hyperelliptischen Funktionen 
lassen sich in gewissen Fällen auf elliptische reduzieren und zwar: 

a) wenn zwei derVerzweigungspunkte zusammenfallen, 

b) wenn zwischen den 6 Verzweigungspunkten die In- 
volutionsbedingung besteht (vgl. oben § 3). 

a) Diesen Fall wollen wir nur der Vollständigkeit wegen kurz 
erwähnen. Es reduziert sich hier das Integral auf ein elliptisches 
dritter Gattung. Die einzelnen Fälle sind: 

1. k und A, also die Fokalkegelschnitte sind gegeben, fi be- 
liebig; dann erhalten wir, wenn q die primäre Hauptaxe der betrach- 
teten Fläche ist, für: 

Q=cx> die Geraden der unendlich fernen Ebene; 

Q=k die Geraden dw XF-Ebene; 

Q=h die Geraden der XZ-Ebene; 

^ = die Geraden der ZZ-Ebene. 

2. k und h fest, q beliebig: 

a) auf dem Elb'psoide: 

jLi z=zk die Ellipse in der XF- Ebene als Grenzfall der Geodätischen 

erster Art; 
^'=0 die Ellipse in der !FZ-Ebene als Grenzfall der Geodätischen 

zweiter Art; 
jj!=h die Geodätischen durch die Ereispunkte als Uebergang von 

der ersten zur zweiten Art, speziell die Ellipse in der XiZT- Ebene. 
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ß) auf dem zweischaligen Hyperboloide: 

fi=^h die Hyperbel in der XZ-Ebene als Grenzfall der Geodätischen 

erster Art; 
f/=scD der unendlich ferne Kegelschnitt als Grenzfall der Geodätischen 

zweiter Art; 
IJL=k die Geodätischen durch die Ereispunkte als Uebergang von 

der ersten zur zweiten Art, speziell die Hyperbel in der 

Xr- Ebene. 

y) auf dem einschaligen Hyperboloide: 

^'=5 00 der unendlich ferne Kegelschnitt als Grenzfall der Geodäti- 
schen erster Art; 

/i = die Hyperbel in der FZ-Ebene als Grenzfall der Geodätischen 
zweiter Art; 

fi^zh der Uebergang von der ersten zur vierten Art, speziell die 
Ellipse in der XF- Ebene; 

fjLTszh der Uebergang von der dritten zur zweiten Art, speziell die 
Hyperbel in der XZ-Ebene; 

P^^^^Iq die Erzeugenden der Fläche als Uebergang von der dritten 
zur vierten Art. 

Die Gleichung dieser letzteren Schaar (der Erzeugenden) reduziert 
sich, wie bereits Chasles im Journal de Math. S. l, t. 11, p. 115 
bemerkte, auf elliptische Integrale erster Gattung, da im Integral: 

für f/=i fiQ die Ausdrücke o* — jul bezw. v* — jui sich im Zähler und 
Nenner wegheben. 

3. Q und /Li beliebig: 

A = die Geodätischen auf einer Rotationsfläche um die Z-Axe 
(Rotations-EUipsoid und einschaliges Rotationshyperboloid); 

h=^k die Geodätischen auf einer Rotationsfläche um die X-Axe 
(Rotations-EUipsoid und zweischaliges Rotations -Hyper- 
boloid) ; 
t = A = die Geodätischen auf einer Kugel (grösste Kreise). 

b) Wir haben im ersten Abschnitt gefunden, dass sich ein hyper- 
elliptisches Integral auf ein elliptisches reduziert, wenn zwischen den 
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6 Verzweigungspunkten (<» , Ä, ä, 0, ^, /i') die Involutionsbedingung 
besteht. Lösen wir sie nach ju auf, so erhalten wir die grosse Axe 
einer konfokalen Fläche, deren auf der Fläche q verzeichnete Krüm- 
mungslinie von geodätischen Linien berührt wird, die sich in ellipti- 
schen Funktionen ausdrücken lassen und zwar sind dies, wie man 
leicht einsieht, sowohl die Geodätischen auf q, als auch die auf fi. 

Wie wir wissen, kann man 6 Punkte auf 15 wesentlich ver- 
schiedene Arten einander involutorisch zuordnen. Untersuchen wir 
also hier die entstehenden 15 Involutionsbedingungen, so finden wir 
rasch, dass nur 4 davon Werte ergeben, die innerhalb der verlangten 
Grenzen liegen und daher brauchbar sind, nämlich wenn die 6 Yer- 
zweigungspunkte 

= >«j < «j < «3 < «^ < Xg < «g = 00 sind, 

die Punktpaare mit den Bedingungsgleichungen (vgl. oben den Schluss 
von § 1): 



«) 


(12) (36) (45): 


'<s('<s Xi) — (>'a «4)(«s "5); 


ß) 


(14) (23) (56): 


X5 (''i - ''4) = ("5 — ««) (»'s — "s) ; 


y) 


(14) (25) (36): 


»«sK ><*) — (x» '*i)('<s "5); 


<5) 


(16) (25) (34): 


"g '*s — **» "4 • 



Im Einzelnen gestalten sich alsdann die Verhältnisse folgender- 
massen : 

1. Schaaren erster Art gibt es von der verlangten Eigenschaft 
auf jedem Ellipsoide vier, deren Axen gegeben sind durch die 
Gleichungen : 



(10) 



a) /.'» = 



ß) /* = 



7) /*'* = 



d) /*'» = 



— A» -f Ä* + o» ' 

,Ä» — Ä» 

ft* • 

o» — A»' 

A*o* 

A»— &»+o*' 

A»o» 



wo a) und y) unbedingt bestehen, während für 



(10') 



{ 



ß) 2o»Ä»<o»Ä»+A*; 
d) k* > Ä» o». 
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Bei den Geodätischen zweiter Art gibt es auf jedem Ellipsoide 
ebenfalls yier solche Schaaren: 



(11) 



a) 


„ A» fc* + A» 


ß) 


'^ -" a» A>' 


y) 




■6) 


,, A> P 



WO y) und i) unbedingt bestehen, während für: 



(11') 



! 



a) (o*+ft»)A»>a*ifc»; 

)8) 2o«A»>ö»ifc»+Ä*. 



Da (10',/?) und (IT,/?) nicht gleichzeitig bestehen können, so 
gibt es auf jedem Ellipsoide mindestens 5 und höchstens 
7 Schaaren der verlangten Eigenschaft. 

2*. Aehnlich gestaltet sich die Sache auf jedem zweischaligen 
Hyperboloide. 

Für Schaaren erster Art findet man: 



(12) 



n) fi'* = h* 



P - A» ' 



ß) /*'* = 



7) /'' 



» 



V* fc* + A» A* — v» A» 
A* 

V» A» + A» Ä» — V* A* 



A> 



<5) /*'*= ,., . 



)'«A» 
A' 



/?) und y) bestehen unbedingt, während ftlr: 



(12') 



a) 2A»A«<A»»'»+ A*; 
6) h*<v^k* 



sein muss. 
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Für Schaaren zweiter Art erhalten wir: 



(13) 



a) fi'* = A» 



ß) /' = 



P 



Ä» - A» ' 



A» 



+ A» — Zc» ' 



y) fi,'* = A» 



Ä» — v' 



<)) /*'» = 



A»it» 



y) und d) gelten unbedingt, dagegen moss bestehen fBr: 

[) 2 Ä* A> > A» r* + ** ; 



(13') 



l ß) 



** 



+ A». 



Da (12', a) und (13', a) einander ausschliessen, so gibt es auf 
jedem zweischaligen Hyperboloide mindestens 5 und höch- 
stens 7 Schaaren der verlangten Eigenschaft. 

3. Das beliebige einschalige Hyperboloid: 

Für Schaaren erster Art ergibt sich: 



(14) 



a) 



ß) 



fl'* = lU* 



k*-h* 



y) ju'» = fi* 



<5) 



/*'» = 



/i»— A»' 
A» ' 



wobei die Bedingungen bestehen: 

r für a) 2|i»Ä»>jU»A* + Ä*; 
\ für ß) A» < A» + /i». 

Bei den Schaaren zweiter Art erhalten wir: 



(14') 



(15) 



a) 



ß) 



7) 



d) «'» = 



,, _ AV + A^Ä*- /*' ifc*. 



/* 




A» 


f*'* 


* p- 


-A» 
-A«' 


/*'» 




A*' 


/''» 


7.» • 
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wobei gelten muss 



(15') 



{ 



für a) (fi* + Ä») Ä» >/*»*>; 

für ß) 2k*h*> A» /i* + h*. 



Unter den Schaaren vierter Art genügen der Bedingung: 

k* — A» 



. a) /<'* = fi 



(16) 



*»— ;t 



»' 



Ä /*'» = 



A» A;» + ^» A* — A* /i* 



«\ /* ^ ^ 

<5) A*»=-^- 



Dabei bestehen die Bedingungen 



(16-) 



{ 



für a) 2/*»Ä»</*»A» + **; 
für a) /**<h*k\ 



Für Schaaren dritter Art findet man: 



(17) 



«) /» = 



ß) /* = 



y) i«'* = i 



d) /.'» = 



|i»Ä> 



Ä» + /*» + **' 




A»P 


A» /*» + Ä»' 


A»Ä» 



A*» • 



Dabei muss sein 



(17-) 



r fü 
\ fü 



für ^) 2Ä»A;*<iV» + A*; 
für d) fi*>h'>k\ 



Da (14' a) und (16' a), (16' 3) und (17' d), (17' y?) und (15' ß) 
fflch gegenseitig ausschliessen, genügen auf jedem einschaligen 
Hyperboloide mindestens 11 und höchstens 13 Schaaren 
der verlangten Eigenschaft. 
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§6. 
Spezielle Fälle dieser besonderen geodätischen Linien. 

Wenn die Flächen, deren Geodätische wir betrachten, gewissen 
Bedingungen genügen, so erhalten wir eine Reihe von speziellen 
Fällen, die wir jetzt betrachten wollen. 

a) Vor allem sind hier die Grenzfälle der im zweiten Teile 
des vorigen Paragraphen enthaltenen Relationen zu betrachten. 

Ä* — A* 

Auf dem Ellipsoid ersrab die konfokale Fläche u^ = o' --; — 7^ 

r o '^ 0« — ^» 

Geodätische zweiter oder erster Art, je nachdem 2o*7i* ^ ö*t*4"Ä** 
Tritt nun der Grenzfall ein, 

so erhalten wir unter den konfokalen Ellipsoiden eines, für das 

A* 



ö* 



2A* — A*' 



welches den üebergang bildet von Ellipsoiden, bei denen die Schaar 

ja i^% 

fi^ = o^ ^ y^ zur ersten Art gehört, zu solchen, bei denen sie 

zur zweiten Art gehört. Diese Schaar geht dann natürlich durch 
die Kreispunkte (wie denn auch /x'* = Ä* sich ergibt). Auf diesem 
besonderen Ellipsoid lassen sich also die Geodätischen durch 
die Kreispunkte durch elliptische Integrale erster Gattung 
ausdrücken, ein spezieller Fall derselben, da sie im allgemeinen 
durch elliptische Integrale dritter Gattung bestimmt sind. 

In der gleichen Weise wird unter den konfokalen zweischaligen 
Hyperboloiden durch 

2AV** = A»r» + A* 
eines bestimmt, welches die Grenze bildet von zweischaligen Hyper- 

J» y» 

boloiden, bei denen die Schaar yu'* = A*p — ,^ zur ersten oder zur 

zweiten Art gehört. Auf diesem zweischaligen Hyperboloide 
hat also die Schaar der durch die Kreispunkte gehenden 
Geodätischen die spezielle Eigenschaft, dass sie sich durch 
elliptische Integrale erster Gattung ausdrücken lässt. 
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Unter den einschaligen Hyperboloiden ist eines, be- 
stimmt durch 

Yon der besonderen Beschaffenheit, dass der Uebergang von den 
Qeodätischen erster zu denen vierter Art, ein anderes, ge- 
geben durch 

Ton der, dass der Uebergang von der zweiten zur dritten Art 
durch elliptische Integrale erster Gattung definiert ist; 
ein drittes, 

ist dadurch ausgeseichnet , dass die Erzeugenden zu jenen 
Schaaren gehören, die sich durch eine Transformation 
zweiten Grades auf elliptische Integrale erster Gattung 
zurückführen lassen. 

b) Von den hier zu betrachtenden 4 Involutionsbedingungen 
können 2 oder mehrere gleichzeitig bestehen; die daraus ent- 
springenden speziellen Fälle wollen wir nun ins Auge fassen. 

Treten 2 Involutionsbedingungen gleichzeitig ein, so fallen zwei 
Schaaren geodätischer Linien zusammen und natürlich auch die ihnen 
zugeordneten Schaaren. Die Bedingungen, welchen hiebei die Ver- 
zweigungspunkte des Integrals unterworfen sind, lassen sich aus 
folgender Tabelle ersehen: 
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Fallen also alle vier Schaaren zusammen, so ist das 
Axenverhältnis der 2 Flächen, auf welchen sie liegen und 
deren gemeinsame Krümmungslinie sie berühren, ganz bestimmt. 

Für die Geodätischen erster Art auf EUipsoid und einschaligem 
Hyperboloid wird dasselbe: 

y^ : Vo^ — A» : Vo^ — *» = 1/3 : /2 : VT; 
Vi?: Vfi} — A» : Yk^ — fj} = 1/3 : VT: VT. 

Für die Geodätischen zweiter Art auf dem Eiiipsoid und zwei- 
schaligen Hyperboloid: 



y o» : I/o* - A* : |/a» — A» = V^ : V^ : /2 ; 
Y^ : 1/F^ V» : y¥-^^= /2: vT: 1/2. 

Für die Geodätischen erster Art auf dem zweischaligen und 
zweiter Art auf dem einschaligeu Hyperboloid: 

V7^* : Vfjt} — A» : 1/F^7^= yj: VT: V^; 
y;Ä : VA» — V* : V'Är*^::!^^ ^2 : 1/1:^4. 

Für die Geodätischen dritter Art auf dem Hyperboloid H und 
vierter Art auf H': 

YJÄ : VA - A' : Vk'—iA = V^: V2: 1/2; 
V/ij : 1/^x5 — A* : Vä« — /i J = V^ : VT: l/äl 
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m. 

Durchfuhrung eines speziellen Falles bis zur numerlsohen 

Berechnung. 



Die Berechnung einer allgemeinen geodätischen Linie des Ellipsoids 
wurde, nachdem bereits Weierstrass*) die nötigen Formeln ohne Ab- 
leitung mitgeteilt hatte, durch v. BraunmühP) und R. Noske^) 
durchgeführt, wobei ersterer seiner Abhandlung auch die numerische 
Berechnung einer geodätischen Linie beifügte. Die Berechnung der- 
jenigen Fälle, die auf elliptische Integrale dritter Gattung führen, 
also die der geodätischen Linien auf den beiden Rotationsellipsoiden 
(A = Ä; Ä = 0) und die der Geodätischen durch die Kreispunkte 
(ja = h) findet sich bei Noske,*) der letztere Fall auch bei v. Braun» 
mühl»). 

Es soll nun im Folgenden die Berechnung einer, geodätischen 
Linie der betrachteten Eigenschaft durchgeführt werden, und zwar 
nehmen wir eine Geodätische auf dem Ellipsoide (o = const), welche 

durch die konfokale Fläche u'* = o* y-z bestimmt ist und den 

Schaaren erster oder zweiter Art angehört, je nachdem 

2o»A»Jo»ik» + A*. 

§ 7. 
Um die Gleichung der betrachteten Geodätischen auf die ein- 
fachste Weise zu erhalten, bedienen wir uns der in § 1 dargestellten 
Methode Königsberger^s, indem wir in das Integral 

dx 



! 



Vx{l—x){l—c^x) 



*) Monatsberichte der Berliner Akademie. 1861, p. 986 — 997. Vgl. auch 
Rohn, Mathematische Modelle in BriH's Verlag, 1876. 
2) Math. Annalen. t. 20, 1882. 
^) Programm des Friedrichs-Kollegium. Königsberg, 1886/87. 
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die Substitution 



o* — z 



Z (Ä» — Z) 

anwenden, wodurch wir erhalten: 



j 



(- £2 + 2ö^^ -oH-S) V//'2+/i2 - Ä;2 dz 



Wird nun 

^i-a /^a 

[(/i'» + A» — Ä») c» + *»J* — 4c» o» (/i' » + A» — i») = 0, 
voraus 

so ergibt sich 

' J y«(l— .«) (1 -cja;) ., V(o»— «) (k^—f) iti"*-i) (/«*-«) « 



' J Va^d-o;) (l - c^a;) 5, V^(o2— xr) (fci-is) (fi'^-z) (Ä^- ^) 2? 

«1 

Da nun yermöge der Substitution 

x-== y^\ dx = 2ydy 

jyx(\—x){\—c^x) Jy(i— 2/*)(i— c*//*) 

80 erhalten wir 



dz 



oder 

C dz ^ 4 ( /, — J,) 1 

JiAB(^ <4 — c? '(;*" + A^ — ä^;* ' 
ferner 

r^^^ -2 Tr,. r . . 0A:i^^H4a^:^] 
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Die Gleichung der geodätischen Linie 

geht also über in die folgende: 



± (z;- c? - zr; (I)] = |- (c? - <^) V^-^ + Ä* - F. 



wobei 



VI Vi 

' ^r(i-y^)(i-c:;y=')' ' *!vTr-s^)(i-cJj^)' 

y^ und 2/2 bestimmen sich aus den Substitutionsgleichungen, indem 
man für z /r bezw. v^ setzt; u ist eine Constante, welche aus den 
Anfangsbedingungen bestimmt wird (cf. p. 21). 

§ 8. 

In sehr vielen Fällen wird es zweckmässiger sein, die geodätische 
Linie nicht in Form einer Gleichung zwischen den elliptischen Co- 
ordinaten /x und v darzustellen, sondern sie in Parameterdarstel- 
lung im rechtwinkligen Coordinatensysteme zu geben, eine 
Aufgabe, deren Lösung wir uns jetzt unterziehen wollen. 

Wir hatten oben (8) gefunden, dass die Gleichungen 

o juv 






' - m i^t' - AO (Ä^ - v') . 



(F — ¥) W 



(o'^ — ¥) {je — fi') {¥ — y^) 
F ik' — h') 

für a = const und wenn /x und v durch Gleichung (9) 

— = u 






„ y^(^ -i y^(^) 
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verbunden sind , eine geodätische Linie auf dem EUipsoide in Para- 
meterform geben. 

Um nun die von Rosenhain*) entwickelten Relationen direkt 
anwenden zu können, erscheint es angezeigt, zunächst die oben 
stehenden Gleichungen etwas umzuformen, nämlich mittels der Sub- 
stitution:*) 

(18) f ^^- = f|^— ^^ v^ = jk^ }~^]^ . 
Alsdann gehen diese Gleichungen, wenn überdies 



(18-) 



P „'2 „2 

32 — __j5L. . ?_. 



JfcS ,,'2 



(wobei wir, um Verwechslungen zu vermeiden, an Stelle der Rosenhain- 
schen Constanten fi immer q setzen werden) über in die Gleichungen : 

^- A2 •(I_ß2a.^)(l_ß2^^); 



y 



, (o" — ¥) (F — y) (1— x'a;i)(l— x'iCü) 

'~ " ■ (1— e*a;0(i-e'a;2)' 



Ä 



*il/l X2 



(19) 



_ (g' - ¥y (F - A«')' 

~ (a- — /i')' (Ä^ — h') h'' (l — q' iCi) (1 — q' ah) ' 

«1 «3 

m3 



WO X = a? (1 — a:) (l — x^x) (1 — A»a;) (l — q^x),. 

Haben dann ferner die seit Richelot gebräuchlichen Bezeich- 
nungen statt: 



anstatt 



«2 
^1» 



Aj, 



^2 






^2 



d 



1— x^ 1— ;l^ 1— ö^ p^^— r, p^^— ö^ a^ — ö^ 



*) M^moires des savants ätrangera. t. 11, p. 422. 
^) cf. V. Braunmühl. Math. Annal. ß. 20. 
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so erhält man nach Rosenhain p. 422: 

a) xXqx^x^ 



(20) 



^? (», w 



b) 



c) 



d) 



e) 



X, A, ß, 






Aß 



^1 ^K Qh 



{l-x^x,)(\-x^x,) = 






XQ 



^1 ^H Qk 

xX 

Q\ Qh Qk 



(1 — A*a;,)(l— A*a;,) = 



dl (v, w 



il-Q^X,){l--Q^X,) = l 



dl (v, w 

dl{v,fo 
dfiv.w 



Dadurch ergibt sich: 



(21) 



x' 



= ,|/ q*-A** ^I (t>. t o) 

'^ K **Ä» "^J («,«')' 



Ä^ 1»! (t;, w) 



y 10 t^)y (/£>_Ä»)Ä» 



Dabei ist 



(29\ f « = ^11« + /?,»«'; 



wenn die Variable u nach Weierstrass ^) bestimmt ist durch 



(23) 



u 






Ji/rcii»"!— Ji 



^/ü(^i)-J^l/Ä(v») 



rO-e'xj) r(i-e»a:,) ^ 



m2 



Es handelt sich nun vor allem darum, die Constanten zu be- 
stimmen. 

Die iß wollen wir auf die von v. Braunmühl*) für den allge- 
meinen Fall angegebene Methode suchen. 



1) Berliner Monatsberichte. 1861, p. 994. 

2) Math. Annal. B. 20, p. 564. 



(24) 
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Zunächst erhalten wir nämlich aus Gl. (19) und (23): 

dx,= ^/^' ^ du— ^/^ A \ '-Q^x.)du; 

dx^ = -^v- x ^^ — -ir^^—^ (1 — 0*^2) dw'- 



Durch Differentiieren von Gl. (20a) und (20c) und Elimination 
von dx^ und dx^ mittels der Gleichungen (24) erhalten wir für 

ajj = 0; x^ = -^^ somit für t; = 0; u; = 0, wenn (i?i), bedeutet, 



X' 



dass in -7—^ — - nach vollzogener Differentiation t? = und f<; = 

gesetzt wurde: 

^^^ dv+ ~^*-dw=^-' -^ VXqx^X^q^ du — -'-i^ VXgx^X^Q^du. 

Löst man diese Gleichungen nach dv und dw auf und ver- 
gleicht die Coeffizienten mit denen den dififerentiirten Gleichungen (22), 
so ergibt sich: 

A. = - j }/^ [}/ V (*•)• - ^'^^''^ <*^)-] ' 

= — 2 71» 1?, 1^4 ^2 
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Ferner erhalten wir aus 

f , ^' und C-j-. ^^ 

a (0; T») _ y " 6>,(0;t ;,) _ yp^ 

00 (0 ; Tu) _ y- 00 (0 ; t^^) _ ,^ 
©/(OTtu)"''^ *' 0,(0; 4) -"^'^' 

Wir haben in § 3 als notwendige Bedingung c'u = erhalten, 
woraus nach Gl. (4a) folgt: 

Mit Benützung dieser Relation und den Gl. (4 a) und (6) lassen 
sich nun c und l in folgender Weise berechnen: 



ci e:i'e:p , rg-c; 



_ ^- = cZ = — 

C5' 0s" • 0b" ^6 + (Tu 

Cq- _ 0o" ' o' _ 7 _ ?5 ~ ^0 . 

c,' 0,* • 0,- ci + cl 

\C2% Co) ( Cys "T Co ^ C5) 



1 + c» + f» = 



(A + cf.y 



o 2 I "2 



(c + Z)» = 4,-5'*'^' 



<> \«i • 



rc — z^» = 4 ^^* ^ ^._ 



_ Cr, Co + Ci4_C2n __ ^i + ^ gx 1 / « gl 
"~ d + Cu ^1 + QxQkV ^i 

7 = fl/'" — Ci 4 C23 _ Ai — A g„ 1 / «^^ 
Cß + C\i \ + QxQkV Ä e 



gx 



gA 
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Dadurch sind also c und l in gegebenen Grössen bestimmt, 
durch diese wiederum q^ und q^ vermöge der meist sehr rasch con- 
vergierenden Reihen: 

qi = Pi + 2p; + 15p/ + 150K + 

Aus q^ und g, ergeben sich alsdann t'h und tJ,, sodann aus 
den 61. (3), da nach Gl. (5) t,j = Tj,: 



1 

^ _^— ... 




Ml » 

Tu Tio 


^23 , » 
Tu "T T12 


, Tu '-\- T22 _ 

Tu Too -g- « « » 

Tu T.vj 


«12 T21 -g- , , 

Tu T22 


Ebenso erhalten wir aus GL 


. (2) 


v'i = x'n 


(m; d) ; 


1 1 

^2 ^^22 


{w + v) ; 



dabei sin(} v und u» nach Gl. (22) bestimmt als Funktionen von 
Constanten und der unabhängigen Variablen u. Schliesslich erhalten 
wir aus den Gl. (21) mit Benützung Ton den Gl. (7) die Coordinaten 
der Punkte der geodätischen Linie in folgender Form: 



V Jrjy ' Ö,(i;;)04v.;)+V^0<.(t;;)0o(vo)+l/d0ä(f;)0,(r2) 

Die 8 symmetrisch bezüglich der Axen gelegenen Punkte, 
welche man hieraus für einen bestimmten Wert der Variabein er- 
hält, erklären sich daraus, dass, wie oben in § 4 gezeigt wurde, 
es in jeder Schaar 8 kongruente bezw. symmetrische geodätische 
Linien gibt. 
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Will man die Berührangspankte der geodätischen Linie mit 
der Krümraungslinie (/i') erhalten, so braucht man nur in Gl. (18), 
falls es sich um eine Geodätische erster Art handelt, fx = fx\ wenn 
um eine zweiter Art, v = /i' zu setzen, woraus a^j = 1 ; bezw. a?j = 1 
folgt, also in Gl. (20 b) die linke Seite Null wird. Man erhält also 
die Berührungspunkte für solche Werte von t«, für welche 

D ^i (t;, w) = - c',e, [v[) ej^v',) + c, e,{v\) e,{v'^ + c^ g,[v[] e,[v,) = o. 



'{ 
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